
Lesson	
  6.4	
  –	
  Working	
  with	
  Base	
  e	
   Unit	
  6	
  –	
  Exp	
  &	
  Log	
  Functions	
  
	
  

(A) Lesson	
  Context	
  
	
  
BIG	
  PICTURE	
  of	
  this	
  
UNIT:	
  
	
  

• How	
  do	
  algebraically	
  &	
  graphically	
  work	
  with	
  growth	
  and	
  decay	
  applications?	
  
• What	
  are	
  logarithms	
  and	
  how	
  do	
  we	
  invert	
  or	
  undo	
  an	
  exponential	
  function?	
  
• How	
  do	
  we	
  work	
  with	
  simple	
  algebraic	
  and	
  graphic	
  situations	
  involving	
  the	
  use	
  of	
  

logarithms	
  (or	
  inversing	
  exponentials?)	
  
	
  

	
  
CONTEXT	
  of	
  this	
  
LESSON:	
  
	
  

Where	
  we’ve	
  been	
  
	
  
We	
  have	
  introduced	
  the	
  natural	
  
base	
  e	
  &	
  then	
  developed	
  the	
  

exponential	
  function	
  	
  	
  	
  	
  	
  

€ 

f (t) = Pert 	
  
	
  

Where	
  we	
  are	
  
	
  
Consolidate	
  &	
  extend	
  our	
  ability	
  
to	
  work	
  with	
  exponential	
  eqns	
  

€ 

f (n) = aBn 	
  &	
  	
  	
  	
  	
  

€ 

f (t) = Pert 	
  
	
  

Where	
  we	
  are	
  heading	
  
	
  
How	
  do	
  work	
  with	
  the	
  
mathematically	
  model	
  	
  

€ 

f (x) = aBk(x+c ) + d ?	
  

	
  

(B) Lesson	
  Objectives:	
  

a. Consolidate	
  &	
  extend	
  our	
  ability	
  to	
  work	
  with	
  exponential	
  eqns	
  

€ 

f (n) = aBn 	
  &	
  	
  	
  	
  	
  

€ 

f (t) = Pert 	
  

	
  
(C) Graphing	
  with	
  Base	
  e	
  (Time	
  Permitting)	
  
	
  
Graph	
  Set	
  A	
  
	
  
SET	
  #1	
  

	
  	
  

€ 

y = ex 	
  

	
  	
  

€ 

y = e−x 	
  

	
  	
  

€ 

y = −ex 	
  

	
  	
  

€ 

y = −e−x 	
  

	
  

HL	
  EXTENSION	
  SET	
  #3	
  

€ 

y =
1

1+ e−x

y = e−x
2

y = ex + e−x

y =1− e−x

	
  

Graph	
  Set	
  B	
  
	
  
Set	
  #2	
  

	
  	
  	
  	
  

€ 

y = ex +5	
  

	
  	
  	
  	
  

€ 

y = ex −5 	
  

	
  	
  	
  	
  

€ 

y = 5−ex 	
  

	
  	
  	
  	
  

€ 

y = 5−e−x 	
  

	
   	
  

	
  



Lesson	
  6.4	
  –	
  Working	
  with	
  Base	
  e	
   Unit	
  6	
  –	
  Exp	
  &	
  Log	
  Functions	
  
	
  

Probem	
  Set	
  #	
  1	
  –	
  Exponential	
  Functions	
  
	
  

Example	
  #	
  1:	
  The	
  population	
  of	
  a	
  town	
  is	
  modeled	
  by	
  
the	
  function	
  

€ 

P(t) =15,752(1.045)t 	
  where	
  t	
  is	
  time	
  in	
  
years	
  since	
  1990.	
  Answer	
  the	
  questions	
  below	
  using	
  
the	
  function	
  given.	
  	
  

(a) Is	
  the	
  population	
  of	
  the	
  town	
  growing	
  or	
  
shrinking…	
  by	
  what	
  percentage?	
  	
  

(b) Find	
  P(5).	
  Interpret.	
  

(c) What	
  was	
  the	
  population	
  of	
  the	
  town	
  in	
  1990?	
  	
  

(d) When	
  will	
  the	
  population	
  of	
  the	
  town	
  become	
  
more	
  that	
  50,000?	
  	
  

(e) What	
  assumptions	
  are	
  we	
  making	
  in	
  questions	
  
(d)?	
  	
  

	
  

Example	
  #	
  2:	
  You	
  invest	
  6,500	
  Euro	
  in	
  a	
  bank	
  that	
  
gives	
  you	
  a	
  5.5%	
  annual	
  interest	
  rate,	
  compounded	
  
continuously.	
  	
  

(a) Create	
  an	
  equation	
  to	
  model	
  the	
  growth	
  of	
  
your	
  principle	
  investment.	
  	
  

(b) What	
  is	
  your	
  investment	
  worth	
  after	
  7	
  years?	
  	
  

(c) How	
  long	
  will	
  it	
  take	
  to	
  triple	
  your	
  
investment?	
  	
  

(d) If	
  you	
  keep	
  the	
  same	
  interest	
  rate,	
  and	
  want	
  
to	
  have	
  30,000	
  Euro	
  after	
  20	
  years…	
  how	
  
much	
  should	
  your	
  Principle	
  Investment	
  be?	
  
Round	
  to	
  the	
  nearest	
  dollar.	
  	
  

Example	
  #	
  3:	
  There	
  has	
  been	
  an	
  accident	
  at	
  the	
  local	
  Nuclear	
  Plant	
  and	
  a	
  new	
  radioactive	
  material	
  (Santoagen)	
  	
  
has	
  been	
  spilled.	
  This	
  radioactive	
  material	
  begins	
  to	
  decay	
  exponentially.	
  Assume	
  that	
  this	
  decay	
  is	
  
continuous.	
  There	
  were	
  1820	
  Bq	
  (becquerels)	
  of	
  Santoagen	
  which	
  is	
  way	
  too	
  radioactive	
  to	
  work	
  with.	
  8	
  hours	
  
later	
  there	
  were	
  576	
  Bq	
  	
  

(a) What	
  is	
  the	
  decay	
  rate	
  of	
  Santoagen?	
  	
  

(b) This	
  material	
  becomes	
  non-­‐leathal	
  when	
  there	
  is	
  a	
  max	
  of	
  20	
  Bq.	
  When	
  will	
  it	
  be	
  safe	
  for	
  workers	
  to	
  
enter	
  the	
  space	
  and	
  clear	
  it	
  out?	
  	
  

(c) Will	
  there	
  ever	
  be	
  0	
  Bqs	
  left	
  of	
  the	
  Santoagen	
  material?	
  	
  

(d) What	
  is	
  the	
  half	
  life	
  of	
  Santoagen?	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  



Lesson	
  6.4	
  –	
  Working	
  with	
  Base	
  e	
   Unit	
  6	
  –	
  Exp	
  &	
  Log	
  Functions	
  
	
  

Problem	
  Set	
  #	
  2	
  –	
  Working	
  with	
  Half	
  Life	
  and	
  Doubling	
  
	
  

Example	
  #1:The	
  half	
  life	
  of	
  caffeine	
  in	
  a	
  child’s	
  system	
  when	
  a	
  child	
  eat	
  or	
  drinks	
  something	
  with	
  cafine	
  is	
  1.5	
  
hours.	
  How	
  much	
  caffine	
  would	
  remain	
  in	
  a	
  child’s	
  body	
  if	
  the	
  child	
  ate	
  a	
  chocolate	
  bar	
  with	
  30	
  mg	
  of	
  caffine	
  8	
  
hours	
  before?	
  	
  	
  

	
  

Example	
  #	
  2:	
  The	
  half-­‐life	
  of	
  Carbon-­‐14	
  is	
  about	
  5370	
  years.	
  What	
  percentage	
  of	
  the	
  original	
  carbon-­‐14	
  would	
  
you	
  expect	
  to	
  find	
  in	
  a	
  sample	
  after	
  2500	
  years?	
  	
  

	
  

Example	
  #3:	
  The	
  population	
  of	
  a	
  certain	
  bacteria	
  grows	
  exponentially	
  and	
  can	
  be	
  modeled	
  by	
  

€ 

P(t) =18(2)
t
3.5 	
  	
  

where	
  t	
  is	
  time	
  in	
  hours.	
  	
  

(a) What	
  was	
  the	
  population	
  of	
  the	
  bacteria	
  when	
  the	
  observations	
  started?	
  	
  

(b) What	
  is	
  the	
  percentage	
  growth	
  of	
  this	
  population?	
  What	
  do	
  we	
  also	
  call	
  this	
  kind	
  of	
  growth?	
  	
  

(c) What	
  is	
  the	
  doubling	
  period	
  of	
  this	
  bacteria?	
  Explain	
  what	
  this	
  means.	
  	
  

(d) How	
  much	
  bacteria	
  will	
  be	
  present	
  in	
  35	
  hours?	
  	
  

(e) When	
  will	
  the	
  bacteria	
  reach	
  a	
  population	
  of	
  294,900?	
  

(f) Let’s	
  now	
  make	
  the	
  assumption	
  that	
  the	
  bacteria	
  population	
  was	
  changing	
  continuously.	
  Knowing	
  the	
  
doubling	
  period	
  from	
  Q(c),	
  show	
  that	
  the	
  equation	
  can	
  also	
  be	
  written	
  as	
  

€ 

P(t) =18e0.198042t 	
  	
  or	
  	
  

€ 

P(t) =18e ln 23.5 t 	
  

(g) Graph	
  BOTH	
  equations	
  (

€ 

P(t) =18(2)
t
3.5 	
  as	
  well	
  as	
  

€ 

P(t) =18e0.198042t .	
  Observations?	
  
	
  

	
  



Lesson	
  6.4	
  –	
  Working	
  with	
  Base	
  e	
   Unit	
  6	
  –	
  Exp	
  &	
  Log	
  Functions	
  
	
  

Problem	
  Set	
  #	
  3	
  –	
  Application	
  of	
  the	
  Natural	
  Base	
  	
  
	
  

Example	
  #1:	
  The	
  number	
  of	
  bacteria	
  in	
  a	
  culture	
  is	
  given	
  by	
  the	
  function	
  n(t)	
  =	
  10e0.22t	
  

	
  

(a) What	
  is	
  the	
  rate	
  of	
  growth	
  of	
  this	
  bacterium	
  population?	
  Express	
  your	
  answer	
  as	
  a	
  percentage.	
  

(b) What	
  is	
  the	
  initial	
  population	
  of	
  the	
  culture	
  (at	
  t	
  =	
  0)?	
  

(c) Evaluate	
  and	
  interpret	
  n(15).	
  

(d) Solve	
  and	
  interpret	
  500	
  =	
  n(t).	
  	
  

(e) What	
  is	
  the	
  doubling	
  time	
  for	
  this	
  bacterial	
  population?	
  

	
  

Example	
  #2:	
  

	
  

	
  

Example	
  #3:	
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  6.4	
  –	
  Working	
  with	
  Base	
  e	
   Unit	
  6	
  –	
  Exp	
  &	
  Log	
  Functions	
  
	
  

Problem	
  Set	
  #4	
  –	
  Applications	
  of	
  the	
  Natural	
  Base	
  

	
  
Example	
  #1:	
  

You	
  invest	
  $5250	
  in	
  an	
  account	
  that	
  pays	
  4.38%	
  compounded	
  
continuously.	
  

(a)	
  Determine	
  the	
  value	
  of	
  this	
  investment	
  after	
  7	
  years.	
  

(b)	
  Mr.	
  S	
  would	
  like	
  to	
  invest	
  in	
  an	
  account	
  that	
  doubles	
  his	
  
money	
  in	
  7	
  years.	
  What	
  interest	
  rate	
  should	
  the	
  invest	
  have	
  
if:	
  (i)	
  his	
  money	
  was	
  compounded	
  quarterly,	
  (ii)	
  his	
  money	
  
was	
  compounded	
  continuously	
  	
  	
  

(c)	
  CHALLENGE:	
  This	
  account	
  is	
  special	
  because	
  the	
  interest	
  
rate	
  is	
  increased	
  by	
  0.1%	
  every	
  year.	
  Determine	
  the	
  new	
  
value	
  of	
  the	
  investment	
  after	
  7	
  years.	
  

	
  

	
  

Example	
  #2	
  

Three	
  years	
  ago,	
  the	
  fish	
  population	
  in	
  Loon	
  Lake	
  was	
  
2500.	
  Due	
  to	
  the	
  effects	
  of	
  acid	
  rain,	
  there	
  are	
  now	
  
about	
  1950	
  fish	
  in	
  the	
  lake.	
  Assume	
  that	
  the	
  decline	
  of	
  
the	
  fish	
  population	
  is	
  exponential	
  and	
  is	
  continuous.	
  
Find	
  the	
  predicted	
  fish	
  population	
  5	
  years	
  from	
  now.	
  

	
  

	
  

Example	
  #3	
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  6.4	
  –	
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  with	
  Base	
  e	
   Unit	
  6	
  –	
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  &	
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CHALLENGE	
  QUESTIONS	
  
	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  

	
  
	
  
CHALLENGE:	
  Newton’s	
  Law	
  of	
  Cooling	
  PROBLEM	
  
	
  
(	
  http://mrsantowski.tripod.com/2015IntegratedMath3/Homework/Newtons_Law_of_Cooling.pdf	
  )	
  	
  


